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Введение. На языке программирования Питон мы разработали ПО (сценарии) для
практического воплощения нейронных сетей, сохраняющих объём. Это ПО было применено
к двум математическим моделям сплошной среды, и нам удалось найти несколько хороших
комбинаций параметров, о которых мы решили доложить.

Нейронные сети, сохраняющие объём (дальше в тексте – НССО) – это «глубокие нейрон-
ные сети, в коих все слои (кроме слоя вывода) являются комбинациями подслоёв ротаци-
онных, пермутационных, диагональных и активации, которые все являются сохраняющими
объём» [1], т.е., для всех подмножеств множества определения объём Лебега подслоя должен
быть равен объёму обратной функции подслоя.

Нашей задачей в рамках данного исследования было попытаться построить такую ней-
ронную сеть и испытать её на разных проблемах.

Проблема №1. Сперва мы взяли известный пример – поток ABC (Арнольда-Бельтрами-
Чилдреса) [2]: 

ẋ = A sin(z) + C cos(y)

ẏ = B sin(x) +A cos(z)

ż = C sin(y) +B cos(x)

(1)

Были выбраны начальные условия и коэффициенты, рекоммендованные в [2]: (x0, y0, z0) =(√
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К сожалению, по одной оси поток линейно и быстро уходит в бесконечность, а по двум
остальным – колеблется. В следствии этого при некоторых комбинациях параметров «бес-
конечная» начинает колебаться, при других – «колеблющиеся» уходят в бесконечность, или
– в лучших случаях – начинают колебаться по другим траекториям и с существенно боль-
шей частотой, сразу после завершения интервала обучения (или немного после, или даже до
него). Однако, мы не можем сказать, что результаты были полностью плохими, ибо НССО
с некоторыми параметрами прекрасно осваивали интервал обучения.

Проблема №2.Для последующих экспериментов мы решили выбрать трёхмерный поток
с однообразным и ограниченным поведением (колебаниями) на всех осях [3]:

ẋ =yz

ẏ = −xz
ż = −k2xy

(2)
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Для 2-ой системы мы эмпирически нашли хорошие параметры НССО, при которых ин-
тервал рассчётов с незначительной погрешностью превышал интервал обучения более чем на
порядок. (При начальном условии и коэффициенте, рекоммендованными в [3]: (x0, y0, z0) =
(1, 1, 1); k =

√
3.)

При изменениях коэффициента k (например, на k =
√

5), оптимальность параметров
терялась.

Начальное условие мы меняли в соответствии с теорией тестирования ПО, т.е., пытались
выявить классы эквивалентности [4, 5] и каждое условие задать в другом классе: (1, 1, 2),
(1, 2, 1), (2, 1, 1), (1, 2, 3), (-1, -1, -1) и (100, 100, 100). В большинстве случаев оптимальность
параметров сохранялась.

Также мы провели вереницу экспериментов с добавлением т.н. «хвоста»1. Это делалось
двумя основными способами: добавляя несколько (в нашем случае – от 3 до 10) небольших
(например, в 10 раз короче основного интервала обучения) дополнительных интервалов обу-
чения или добавляя от 1 до 3 дополнительных интервала обучения, по размеру совпадающих
с основным. В обоих случаях дополнительные интервалы добавлялись после сравнительно
длинного интервала (в 10-30 раз длиннее основного интервала обучения), на котором обуче-
ние не проводилось.

Мы попытались оптимальные параметры 2-ой системы применить и к 1-ой системе, но,
как и следовало ожидать, хороших результатов не получили.

Выводы.
1. Для части проблем оптимальные комбинации параметров НССО существуют и могут

быть найдены. По нашим наблюдениям, это системы с подобным и ограниченным поведением
на всех осях, например, в случае колебаний.

2. Для таких проблем НССО даёт хорошие (т.е., с незначительной погрешностью) значе-
ния на интервале обучения и последующем интервале, который больше интервала обучения
в 10-15 раз. Но даже дальше НССО ведёт себя подобно аналитическому решению, лишь со
сдвигом по оси осцилляции, что приводит к возрастанию погрешности при приближении к
противоположной фазе.

3. Оптимальность решения зависит от параметров НССО - таких как ширина, толщина
сети, количество эпох и т.д. Зависимость для разных параметров проявляется по разному:
для некоторых погрешность меняется непрерывно и однонаправленно, для других – возрас-
тает и уменьшается циклично, для третьих – меняется хаотичными прыжками.

4. «Хороший» интервал можно продлить с помощью добавления «хвоста» обучения. Мы
рассмотрели 2 способа добавления, оба позволили улучшить результаты, однако, второй –
всё же в большей степени.

5. К сожалению, такие оптимальные комбинации не являются коэффициентонезависи-
мыми. Но для большинства коэффициентов должно быть возможно подобрать их индиви-
дуальные оптимальные комбинации.

6. Оптимальные комбинации в большей или меньшей мере сохраняются при изменении
начальных условий.

Работа выполнена при финансовой поддержке Латвийского научного совета (проект «Ней-
ронные сети, сохраняющие структуру динамических систем», № lzp-2020/2-0267)2.
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Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

Ax = b, A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, b ∈ Rn. (11)

Далее будем предполагать, что для собственных значений матрицы A выполнено λn < · · · <
< λ1 < 0. При таких условиях для решения (11) могут быть применены итерационные
процессы типа фиксированной точки, в частности, обобщенные итерации Пикара [1], итера-
ционые процессы, основанные на идее подавления ошибки [2] и многие классические методы
решения СЛАУ. В общем виде эти итерационные процессы можно представить следующим
образом:

xk+1 = Txk + g, (12)

где T ∈ Rn×n – некоторая матрица, зависящая от A, а вектор g ∈ Rn каким-то образом
выражается через b и A. Конкретный вид T и g зависит от типа итерационного процесса.

Для ускорения сходимости итерационных процессов (12) часто применяют предобуслав-
ливание [3]. Для этого выбирают некоторую невырожденную (и, желательно, легкообрати-
мую) матрицу M и вместо (11) решают систему

M−1Ax = M−1b. (13)

Матрицу M называют предобуславливателем и выбирают так, чтобы решение системы (13)
было менее трудоемким, чем (11).

Для многих итерационных методов значительное влияние на скорость сходимости имеет
спектральное число обусловленности матрицы æ(A) = max|λi|

min|λi| . В этом случае в качеcтве M
можно взять так называеммый смещенный предобуславливатель, положив M = A− αI, где
α ∈ R – параметр, I – единичная матрица. Такой выбор M позволяет предсказуемо изме-
нять спектральное число обусловленности системы в зависимости от выбора параметра α. К
сожалению, при реализации такого предобуславливателя как правило не удается получить
выражение для матрицы M−1 в явном виде. Поэтому всякий раз, когда понадобится умно-
жить произвольный вектор v наM−1, необходимо решать СЛАУ:M−1v = w ⇔ Mw = v.
Подобные системы решаются с помощью итерационных методов. В итоге вместо (12) на са-
мом деле строится несколько другая последовательность приближений:

x̃k+1 = T x̃k + g + εk, (14)

где εk содержит ошибку, допущенную на k-ой итерации. Ответ на вопрос о сходимости по-
следовательности x̃k дан в следующем утверждении.


